INTRODUCCION

al estudio de funciones
de una variable real Q

JOSE DE JESUS GUTIERREZ RAMIREZ

m UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
o UNIDAD XOCHIMILCO Division de Ciencias Sociales y Humanidades









AT\

Casa abierta &l tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
Rector general, Eduardo Abel Penalosa Castro
Secretario general, José Antonio de los Reyes Heredia

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-XOCHIMILCO
Rector de Unidad, Fernando de Ledén Gonzalez
Secretario de Unidad, Mario Alejandro Carrillo Luvianos

DIVISION DE CIENCIAS SOCIALES Y HUMANIDADES
Directora, Dolly Espinola Frausto

Secretaria académica, Silvia Pomar Fernindez

Jefe de la seccion de publicaciones, Miguel Angel Hinojosa Carranza

CONSEJO EDITORIAL

José Alberto Sinchez Martinez (presidente)

Aleida Azamar Alonso / Alejandro Cerda Garcia

Gabriela Dutrénit Bielous / Alvaro Fernando Lépez Lara
Jerénimo Luis Repoll / Gerardo G. Zamora Fernindez de Lara

Asesores del Consejo Editorial: Rafael Reygadas Robles Gil
Miguel Angel Hinojosa Carranza

COMITE EDITORIAL

René David Benitez Rivera (presidente)

Maria del Pilar Berrios Navarro / German A. de la Reza Guardia
Joel Flores Renteria / Abigail Rodriguez Nava / Araceli Soni Soto
Araceli Margarita Reyna Ruiz / Gonzalo Varela Petito

Asistente editorial:Varinia Cortés Rodriguez



INTRODUCCION
al estudio de funciones

de una variable real

JOSE DE JESUS GUTIERREZ RAMIREZ

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA
casa abierta al iempo UNIDAD XOCHIMILCO Division de Ciencias Sociales y Humanidades



Primera edicién: octubre de 2020

D.R. © Universidad Auténoma Metropolitana
Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Xochimilco
Calzada del Hueso 1100
Colonia Villa Quietud, Alcaldia Coyoacin
04960 Ciudad de México

Seccién de Publicaciones

Division de Ciencias Sociales y Humanidades
Edificio A, tercer piso

Teléfono: 55 5483 7060
pubcsh@gmail.com/pubesh@correo.xoc.uam.mx
http://dcsh.xoc.uam.mx
http://www.casadelibrosabiertos.uam.mx

ISBN: 978-607-28-2054-8

Agradecemos a la Rectoria de Unidad el apoyo recibido para la publicacién.
Esta obra de la Divisién de Ciencias Sociales y Humanidades

de la Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Xochimilco,

fue dictaminada por pares académicos externos especialistas en el tema.

Impreso en México / Printed in México



A la memoria de mi madre, Esperanza Ramirez Rojas

A mi esposa Ivone, con todo mi amor

Luego ;conocistela ta? —dijo Don Quijote.
No la conoci yo —respondi6é Sancho—; pero
quien me contd este cuento me dijo que
era tan cierto y verdadero, que podia bien,
cuando lo contase a otro, afirmar y jurar que
lo habia visto todo.

Miguel de Cervantes Saavedra
El ingenioso hidalgo Don Quijote de la Mancha






Indice

Introduccién 11
I. Funciones 15
Funciones de una variable real 16
Igualdad entre funciones 29
Operaciones con funciones 33
Composicién de funciones 39
Funciones inyectivas y supreyectivas 47
Funciones monotonas 62
Funciones acotadas 86
II. Limites 95
Definicién basica de limite 97
Limites y sucesiones 122
Operaciones con limites 134
Limites laterales 149
II1. Continuidad 165
Continuidad en un punto 166
Continuidad y sucesiones 181
Operaciones con funciones continuas 191
Continuidad y limites laterales 202
IV. Teoremas sobre funciones continuas 213
Bibliografia 233

Glosario de simbolos 235






Introduccion

El presente libro contiene los temas basicos sobre funciones de una variable real,
considerando que ya se conocen las propiedades y los resultados mas importan-
tes sobre ntimeros reales y sucesiones. Los contenidos expuestos representan un
inicio fundamental para el estudio del cilculo desde un punto de vista avanzado,
dichos temas aparecen, necesariamente, en cualquier otro texto sobre fundamen-
tos de calculo.

La intencidn de esta obra es presentar los resultados basicos sobre funciones
de una variable real, donde se haga explicita la metodologia en la presentacién
y desarrollo de los contenidos y las demostraciones que emergen de los plantea-
mientos. Esta introduccidn al estudio de funciones se dirige a estudiantes de los
primeros semestres de Matematicas o Fisica, y también de posgrado en diferentes
ramas de la ingenieria, Economia o Administracién, cuyos programas de estudio
exigen un manejo de métodos cuantitativos en un nivel avanzado.

¢Qué persigue este libro?

Presentar y desarrollar la metodologia con la que se trabaja
para la elaboracion de pruebas en matematicas

Alo largo del texto, antes de iniciar las pruebas formales de las afirmaciones, se hacen
breves introducciones a partir de situaciones concretas, calculo numérico y represen-
taciones graficas sobre comportamientos que se enunciaran de manera mas precisa

mediante definiciones, teoremas, lemas o afirmaciones en general; se contintia con
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

la elaboracion de las pruebas a través de preguntas y respuestas, partiendo de la tesis
de manera regresiva, o bien de las hipdtesis de forma progresiva, también planteando
preguntas y respondiéndolas. El objetivo es lograr construir cadenas de razonamien-
to que lleven al lector de las hipotesis a la tesis por medio de un texto sélido que se
va construyendo, esto es, que no se presenta de manera acabada desde el principio.
Asi mismo, el tipo de pruebas que se desarrollan contienen técnicas directas o por
contradiccion, siempre a partir de preguntas y respuestas.

Si el lector desea conocer mas detalladamente acerca de la metodologia con la
que se abordaron las demostraciones de esta obra, puede revisar el texto de Daniel
Solow titulado Cémo entender y hacer demostraciones en matematicas (México, Limusa,
1993). Solow hace explicito el método con el que se procede en matematicas para
la elaboracién de una prueba, en este sentido, el presente libro busca que la herra-
mienta metodoldgica aparezca casi a la par de los contenidos que se exponen lo mas

explicitamente posible.

Presentar y desarrollar los resultados preliminares sobre funciones
para el estudio del calculo de una variable real

Los resultados basicos sobre funciones de variable real, en la actualidad, se encuen-
tran desarrollados en casi todos los libros de texto sobre cilculo. En esta obra se han
agrupado en cuatro capitulos: 1 Funciones, 11 Limites, 11 Continuidad y 1v Teoremas
sobre funciones continuas. En el primer capitulo empieza con la definicién de fun-
cién y dominio, operaciones entre funciones, suma, producto y cociente, y con la
composicion entre funciones, teniéndose cuidado en las definiciones de los domi-
nios. Mas adelante se estudia lo que es: 1) una funcién inyectiva, o sea, cuando una
funcidén asocia a nimeros diferentes imagenes diferentes; 2) una funcion suprayec-
tiva, es decir, cuando para un subconjunto de nimeros reales se tiene que éstos son
imagenes de ciertos elementos del dominio de la funcién; 3) una funcién biyectiva,
o sea, cuando una funcién es inyectiva y sobreyectiva; 4) la monotonicidad de una
funcidn, esto es, cuando una funcidén es creciente, decreciente, no creciente o no
decreciente en ciertos subconjuntos de ntimeros reales; y 5) una funcién acotada

inferiormente o superiormente, o ambas a la vez.
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INTRODUCCION

En el capitulo II se estudia el significado de que las imagenes de una fun-
ci6n se encuentren “cerca de un numero /”, cuando los puntos de donde provie-
nen dichas imigenes estén “cercanos a un namero a”, definiéndose el concepto
de limite; posteriormente, se establece una definicién de limite de una funciéon
en términos de sucesiones, esto es, que el limite de una funcién es [ cuando nos
acercamos al punto g, lo cual equivale a decir que para cualquier sucesion que
converja al punto 4, siempre se genera una sucesién de imagenes que converge
en [. En la tercera secciéon de dicho capitulo se demuestran las propiedades so-
bre limites para la suma, producto y cociente de funciones y algunos otros re-
sultados. Finalmente, se estudia el concepto de limites laterales, por la izquierda
y por la derecha, y se estable la relacién entre este tipo de limites y la existencia
del limite como tal.

En el tercer capitulo se desarrolla el concepto de continuidad en un punto
apoyandonos en el concepto de limite, se establece que una funcién es continua en
asi el limite de sus imagenes se acerca a la imagen de a cuando los puntos, de donde
provienen las imagenes, se acercan al punto a; posteriormente, se desarrolla el con-
cepto de continuidad utilizando sucesiones, se dird que una funcidén es continua en
a, si para cualquier sucesidn que converja al punto a, éste produce una sucesion de
imagenes que convergen a la imagen de a; finalmente se analiza la continuidad en
términos de los limites laterales y se establecen los conceptos de continuidad por la
izquierda y continuidad por la derecha.

El capitulo 1v presenta tres resultados sobre una funcién continua en un inter-
valo cerrado [a, b], estos son: 1) si las imagenes de los extremos del intervalo, una es
positiva y la otra negativa, entonces siempre existird un elemento dentro del inter-
valo el cual tenga imagen igual a 0; 2) la funcion siempre sera acotada superiormen-
te; 3) siempre existird un elemento del intervalo que tenga imagen mayor o igual a
cualquier imagen que provenga del intervalo.

Para concluir, quisiera citar a Jean Dieudonne (1906-1992), quien establece
que para la ensenanza de las matematicas se debe desarrollar y fortalecer el binomio

metodologia y contenido:
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

[...] ensenar a ordenar y a encadenar sus pensamientos (del alumno) con arreglo al
método que emplean los matematicos, y porqué se reconoce que este ejercicio desa-
rrolla la claridad del espiritu y el rigor del juicio. El objeto de esta ensefianza debe ser
por tanto el método matematico y las materias de enseflanza no seran mas que ilus-

traciones bien elegidas del mismo.!

Sin mas que agregar, dejo este libro a su consideracion.

! J.Dieudonne y J. Piaget, La enseiianza de las matemdticas, Madrid, Aguilar, 1971.
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I. Funciones

En este capitulo se aborda uno de los conceptos centrales de la matematica, el con-
cepto de funcidn, a partir de establecer una dependencia entre variables como la
velocidad promedio y el tiempo para una distancia fija y, posteriormente, estable-
ciendo una relacion algebraica por medio de una férmula, para terminar con una
definicidn en términos de relaciones entre conjuntos de niimeros; cada una de estas
formas de abordar el concepto, pone de manifiesto algunas de las caracteristicas que
posee una funcién. De la mano de la definicién de funcion se abordan los concep-
tos de dominio y grafica.

Asimismo, se exponen los conceptos de igualdad entre funciones, y las formas
en las que se pueden operar funciones, suma, producto y cociente; asimismo, se de-
fine lo que se entenderd como una funcién de funcion a través de la composicidon
de funciones. Se definen también algunas propiedades importantes como el que una
funcién sea: 1) inyectiva (uno a uno), esto es, que numeros diferentes posean ima-
genes diferentes; 2) suprayectiva (sobre), que dado un ntimero real éste sea imagen
de algtin otro nimero real; 3) biyectiva, lo que equivale a decir, que una funcién es
uno a uno y sobre.

Mas adelante se estudian los comportamientos de monotonicidad que tienen
algunas funciones, esto es, se establece cuando una funcidn es creciente, decrecien-
te, no creciente y no decreciente en ciertos intervalos. Finalmente, se exponen los
conceptos de funcidn acotada superior e inferiormente; en caso de que se cumplan

las dos propiedades, se dira, simplemente, que una funcién es acotada.
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INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

Seccion 1.1. Funciones de una variable real

El concepto de funcion es una de las ideas centrales en la matematica, establece re-
laciones entre variables y desarrolla la idea de causalidad; esta seccidén inicia con la
definicién de funcién de una variable real y de su dominio.

Primero se vera el concepto de funcidn ligado a las ideas de formulas o ecua-
ciones, y se finalizard con una definicién en términos de relaciones.

La matemitica ha pasado a ser un elemento importante para describir relacio-
nes entre variables en otras ciencias, como en economia, geografia, administracion,
entre otras. Se recalca lo anterior, ya que posiblemente se tenga la idea de que la

matematica y sus conceptos so6lo explican fenémenos fisicos.

(1) Para nosotros es conocido el concepto de velocidad promedio:

distancia total
7 S —————

tiempo total

Supongamos que se recorren 100 m en linea recta; esta distancia se puede re-
correr en 20, 40 o 100 segundos, etcétera. Obviamente, el tiempo nos dird qué tan

rapido (en promedio) se hizo el recorrido. Tabulemos los tiempos anteriores.

T \Y%
20 seg 5m/s
40 seg 2.5 m/s 100
100 seg 1m/s V=
110 seg 0.999 m/s
150 seg 0.666 m/s

Hagamos algunas observaciones:

a) A cada tiempo le corresponde una tnica velocidad.
b) El valor de la velocidad depende del tiempo.
¢) Al asignar a cada tiempo una Gnica velocidad, dicha asignacion no es arbi-

traria, o sea, la asignacion estd sujeta a una regla bien determinada.
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FUNCIONES

La asignacion se hace por medio de la formula

(2) Sea la expresion y = 2x + 1;se observa que si tomamos un valor para x =
3, mediante nuestra expresion, y tendra asociado el valor y = 23) + 1,0seay =7

cuando x = 3.Tabulemos algunos valores.

X Y
o |
1 3
15 4 y=2x+1
2 5
2.5 6

Veamos lo siguiente:

a) A cada valor de x le corresponde un Gnico valor de y.
b) El valor de y, depende del valor x.
¢) Se asigna a cada valor de x su Gnico valor en y, esta asignacidn se realiza por

medio de la formula y = 2x + 1.

De las dos situaciones anteriores, se han obtenido caracteristicas comunes, las
cuales se escribiran de manera fluida. Las relaciones anteriores asignan a un nime-
ro real otro nimero real Gnico, mediante una regla de asociacidn; en el caso (1) la
relacidén estd determinada por v = g, y en (2) la relacion estd dada por y = 2x + 1.
A este tipo de relaciones, que a un nimero real le asocian otro nimero real Gnico,

les llamaremos funciones.

DEFINICION 1.1.1

Una relacién que a cada x € A < R le asigna un Gnico ndmero real, le llamaremos

funcién o funcién de variable real. Al conjunto A se le llamari dominio de la funcién.

17
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¢La relacién que asigna a cada niimero real su doble es una funcién? Si, puesto

que un numero sdlo tiene un doble, por ejemplo:

5 tiene asociado al 10
-3.1 tiene asociado al -6.2

y en general a tiene asociado al 2a

Esto Gltimo da pauta para escribir esta relacidén por medio de una expresion

algebraica, y = 2x.

Importante

Las relaciones que se han visto hasta el momento son tales que a cada nimero
real le asocian otro ntimero real y la asignacidn es Gnica, pero existen relaciones
en las que a un ntimero real le pueden asociar mas de un ntmero: por ejemplo, la
relacién que a cada entero le asocia sus divisores. Esta relaciéon le asocia, por ejem-
plo al 20, los nameros +1, £2, £4, £5,+10, £20. Lo que distingue a las funciones
es que las asociaciones son unicas.

Una funcién es una relacion, pero no siempre una relacion es una funcion.

Ejemplo 1.1.1

Las siguientes relaciones son funciones reales:

a) A cada x se le asigna x* + 1

b) A cada x se le asigna 2x + 3

¢) A cada x se le asigna

+1
Ejemplo 1.1.2

¢La relacién que asigna a un namero real mayor o igual a cero su raiz cuadrada es
una funcion?
Para contestar esto respondamos a la siguiente pregunta: ;qué nimero tiene

asignado el 9? Se debe saber la raiz cuadrada de 9.

18



FUNCIONES

La raiz cuadrada de 9 es 3 y -3, de esta manera el 9 tiene asignados dos nua-
meros (3 y -3), notamos que la asignacién no es unica. Para que una relacion sea
funcioén, las asignaciones deben ser Gnicas, asi decimos que esta relacién no es

funcién.

Ejemplo 1.1.3

¢La relacidén que asigna un namero real mayor o igual a cero su raiz cuadrada po-
sitiva es funcion?

Un ntmero real mayor o igual a cero tiene asociadas dos raices cuadradas,
una positiva y la otra negativa, pero en esta relacion se nos pide que sélo tome-
mos la positiva, es decir, realiza una asignacién Unica, por tanto, esta relacion si

es funcidn.

Notacion

Si ala relacién que a cada x € R le asigna su triple menos 1 la llamamos f, la deno-
taremos como f(x)=3x—1.

Asi también, si tenemos una funcién f con dominio A, la escribiremos como
f:A— R Six, € A El elemento que se le asigna a x, se le escribird como f(x,),

y le llamaremos la imagen x, bajo f. Nos referiremos a la funcién f, o bien f(x).

DEFINICION 1.1.2

SeaAc Ry f: A— R.Definimosala grifica de la funcién fcomo {(x,f(x))|x € A}.

Los elementos de la grafica de f, los dibujamos sobre el plano cartesiano X —Y.

Ejemplo 1.1.4

Sea f:R — R, donde f(x)=2x.En la figura 1 se muestra una parte de la grafica

de la funcién f.

Ejemplo 1.1.5

Sea ¢: [0,2] — R, donde g(x) = g La grafica de ¢ se muestra en la figura 2.

19
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Figura 1

------- 2,4)

(a,2a)

Figura 2
[ |
I
(. f (x)) |
x/2 L. f ) |
I
I
' I
| |
0 x 2

Ejemplo 1.1.6

Sea f(x)=2" a esta funcién la llamaremos la funcién exponencial de base 2. Eva-

luemos algunos valores:

Six=1- f1)=2"=2
Six=2- f(2)=2"=4
Six=3—> f(3)=2"=8

20
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Si x=8—> f(8)=2"=256

1
Si x=—1—>f(—1)=2"1=E=O.5

1
Si x =8> f(-8)=2" =~ =0.00391

1
Si x=-100 - f(=100)=27"" = o =7.88x107"

No es dificil intuir que si x se hace grande y positiva, entonces f(x) se hace
grande, y si x toma valores grandes y negativos, entonces los f(x) seran pequefios.

A continuacién se muestra un bosquejo de la grafica de f (figura 3).

Figura 3

f@=2

7

Ejemplo 1.1.7

¢La relacién que a cada real asigna el nimero 7 es funcién?

Esta relacidn asigna a 8 el nimero 7, a 4 le asigna el nimero 7,a -5 le asigna el
ntmero 7, por citar algunos ejemplos. Se nota que si x es un nimero real, a éste le
asignamos el niimero 7 y esta asignacidn es Gnica, por lo tanto, la relacidn si es fun-
cién. ;Coémo la denotamos? Como h(x) = 7 y la llamaremos la funcién constante 7.

Graficamente la funcién h se puede ilustrar en la figura 4.
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Figura 4

Ejemplo 1.1.8

La relacién que a un racional le asigna el 1 y a un irracional le asigna el 0 es una

funcion, la cual la se puede escribir como:

1 s xeQ

)= 0 s xel

A continuacion, aparecen dibujados algunos puntos de la grafica de ¢ (se de-

nota con QQ a los racionales y con I a los irracionales).

Figura 5

A continuacion, se describird, de una forma mas precisa, al conjunto A de la

definicién de funcién al que se ha llamado dominio.
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(3) Sea la funcién f(x) = Jx (raiz cuadrada positiva); esta funcion le asigna
al nimero 9 el ntmero 3, a 81 le asocia el 9,a 25 le asocia el 5,y en general, a x
le asocia v/x siempre que x sea mayor o igual a cero. Ahora nos preguntamos ;por
qué x tiene que ser mayor o igual a cero? ;-9 tiene algtn real asociado? No, puesto
que ningin namero real elevado al cuadrado nos da -9, o sea, V=9 no es un na-
mero real (es complejo). En general, si a es un nimero negativo se tiene que Ja
no es un numero real, de esta manera la funcién f no asocia ningan real a un na-
mero negativo. Se dice que la expresion f(a) = Ja es un néimero real, sélo cuando

a es un numero real positivo o cero.

1
(4) Sea la funcién g(x) =
x —

1 citemos algunas asignaciones:

=1

Al 2 se le asigna
2-1

1 1
Al 8 se le asigna ==
8—-1 7

1 1
Al 5 s le asigna = -2

— -1
2

¢Qué ntmero tiene asignado 1? O bien, scuanto vale g(x) si x = 12 Observe

1) = L _
que g)=—=5=75

Ahora nos preguntamos ;¢(1) es un nimero real? No, recordamos que la divi-
sidn por cero no es permitida, decimos que ¢(1) estd indeterminado, también aqui
diremos que ¢ no tiene sentido para x = 1.

Estos dos ejemplos nos dicen que una funcién no siempre puede asociar a un
ntmero real otro nimero real, por lo tanto, el conjunto de niimeros para los cuales
una funcién puede asociar a cada elemento de dicho conjunto un ntimero real es
un conjunto distinguido.

En el caso (3), el conjunto A = {x|x > O}; si X, € A la funcién fle asocia \/xT
y este es un namero real, luego si x; ¢ A entonces f no le asigna un ntimero real a
x,,0sea, f(x)= \/xT no es un nmero real.

En el caso (4), todos los niimeros reales en el conjunto B = {x|x * 1} son sus-

ceptibles de asignarseles una imagen que es un namero real, ya que como

X0
x, # 1,se tiene que x, —1 # 0, por lo tanto se puede hacer la division de 1 entre x, — 1.

23



INTRODUCCION AL ESTUDIO DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL

DEFINICION 1.1.3

Si fes una funcidn, al conjunto de nimeros x para los cuales f(x) es un nimero
real, se le llamard dominio o dominio natural de f; para este conjunto diremos que

la funcioén ftiene sentido, estd definida o esta bien definida.

Ejemplo 1.1.9

El dominio de la funcién f(x) = x> + 1 es todo R, ya que si tomamos un elemento
a € R, mediante la funcién fse le puede asignar el ndmero a” +1 el cual es un real,
o sea, f(a) es un ntmero real (figura 6).

Nota

Al dominio natural de la funcién flo detonaremos Df.

Figura 6

Problema 1.1.1
1

¢Quién es el dominio natural de g(x) =—7 (figura 7).
X

Para contestar esto, recurrimos a la definicién de dominio natural que, en este
caso, es el conjunto de nimeros x para los cuales g(x) es un namero real.
. 1 A
Observe que, si x = 5 tendremos que ¢(5) = T el cual es un nimero real; si to-

mamos a 1.3, -450 o 7.4, se tendra que ¢(1.3), g(—450), ¢(7.4), son los tres nimeros

reales. Preguntamos ;para qué valores de x, g(x) no es un nimero real?
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1 1
Para x = 0, ya que ¢(0) = 3 no es un real (6 esta indeterminado), aiin mas, x

= 0 es el Gnico real para el cual g(x) ¢ R;asi Dg = {x € ]R|x # O}.

Figura 7

f(a)y=1/a

Problema 1.1.2

Encontrar el dominio natural de la funcién h(x) =+/x —2

Solucién

La definicién de dominio natural nos dice que el dominio de / sera el conjunto de
numeros x tales que hi(x) es un nimero real. ;Cémo debe de ser x para que vx —2
sea un namero real?

Aqui se nota que para que un radical cuadritico sea un ntimero real, debe con-
tener, dentro del radical, un niimero positivo o cero, es decir, para que v/x — 2 sea un
numero real, x — 2 debe ser un nimero positivo o cero.

De esta manera, se debe tener que x —2 >0 y con esto tendremos que x > 2,
esto nos dice que para que vx —2 sea un namero real, x deber ser mayor o igual a
2, por lo tanto Dh = {x € R|x > 2}.
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Figura 8

Df

Problema 1.1.3

Encontrar el dominio natural de f(x) =+/1—x"

Solucién

La grafica de esta funciéon nos describe la parte superior de una circunferencia
centrada en (0, 0) de radio 1 (figura 8). Para que v/1—x” € R, debemos tener que
1—x* >0 lo cual nos dice que 1> x*. Luego, los valores x que cumplen con 12 x°
son los x € [—1,1], porlo tanto Df = [—1, 1].

Problema 1.1.4

Encontrar el dominio natural de g(x) =

X
sen/x
Solucién

En la expresion de esta funcion aparecen raices y denominadores, recuerde que para
construir el dominio natural debemos erradicar nimeros que no involucren raices

de ntmeros negativos y/o ceros en los denominadores.
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Primero, los niimeros que no estan en el dominio natural de / son los na-
meros negativos; ahora, ;esto quiere decir que el dominio de / son todos los na-

meros mayores o iguales a cero? No, puesto que si tomamos a x = 77° tendremos

2 2 2
5 Vs V4 Vs . , .
f(r’)y=—F—= = — o sea, debemos eliminar los nimeros mayores o igua-
seni/72  sent 0O

les a cero, para los cuales senvx =0 ;Qué nlimeros son estos? Son los ndmeros x =

0, 72,97,1672,... n*° donde n debe ser entero positivo, ya que
0= sen\/6 =senv 7’ = senvV4r? = senv9r? =... sen\n’m ...

de esta manera el dominio natural de / sera:
Dh={xeR|x>0, x #n’7w’ con neN}.

Problema 1.1.5
2

Encontrar el dominio de g(x) =
x—1

Solucién

Para construir el dominio natural de ¢ debemos seleccionar a los nimeros reales ta-

les que la expresién dentro del radical sea mayor que cero.

Los ntimeros reales x, donde la funcién g(x) = tiene sentido, deben

2
Vx =1

cumplir x —1> 0, por tanto Dg = {x € ]R|x > 1}.

Aclaracion

Por ejemplo, si tenemos a f :[2,8] > R con f(x)=5x"+x +1, se entiende que
[2, 8] es el dominio de f, pero si aparece solamente la funcién f(x) =5x> +x +1,se

entendera que su dominio es el dominio natural.
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EJERCICIOS

1.1.1. Encuentre el dominio para cada una de las siguientes funciones:

-1
¥ f(x):xzix+1
b) g(x)z Inx

3
9 h(x)= 1—tanx
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Seccidn 1.2. Igualdad entre funciones

Esta pequena seccion tiene como objeto que el lector aprecie el concepto de la igual-
dad entre funciones; el juicio que emitiremos sobre la igualdad, o no, para una pareja

de funciones, dependeri de la forma de éstas, asi como de sus dominios.

A ' — 2 1 —
Sea f(x) z{ 1 ) * S.l x el 11’1] y g(x) = m,hacemos notar que la fun-
S1 x>
cién festa constituida por dos funciones f(x) =+1—x" siempre que x € [—1,1], y
f(x)=1 cuando x > 1.
En las figuras 1 y 2 se muestran las graficas de las funciones fy g, respectivamente.
Preguntamos: ;quién es el dominio de g¢? El dominio de la funcién g es

Dg =[-1,1] (ver problema 1.1.3).

Figura 1

Figura 2
1
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Ahora, ;quién es el dominio de f? Notamos quesi x € [—l, 1] se tendra que f(x) es

un ntimero real, por ejemplo si x, = 0.5 obtendremos x, = \/1 —x; = J1-0.5> =0.866
y si tomamos un x, = 8 obtendremos f(x,) =1 por ser x, >1.

El dominio de la funcién fes Df = [—1,1] Uix e R|x >1}.

Nos percatamos de que las funciones fy ¢ tienen comportamientos idénticos
cuando toman valores en el intervalo [-1, 1], asi también notamos que la funcién f
sigue tomando valores para x > 1, mientras que la funcioén g no estd definida para
estos; las graficas de fy ¢ (ver figuras 1y 2) refuerzan lo anterior.

Podriamos decir, que las funciones fy ¢ son diferentes.

DEFINICION 1.2.1

Sean fy ¢ funciones, diremos que f = ¢ si

(1) Df =Dg
(i) f(x)=g(x) VxeDf =Dy

Problema 1.2.1

st x#0

1
— 1
Sean h(x) =1 x y la funciéon g(x) =—
X
0

si x=0

¢Son iguales las funciones h 'y ¢?

Solucién

El dominio de la funcién ¢ es conocido, Dg = R — {O} Notamos que el dominio
de la funcién h es muy parecido al dominio de la g, pero existe una pequefia di-
ferencia entre ambos. ;Cudl?, que /i si estd definida en O y la ¢ no. ;Cuanto vale
h(0)? h(0) = 0.

Con lo anterior se tiene Dh =Ry Dg=R — {0}, por lo tanto no se cumple (i)

de la definicién de igualdad entre funciones, de esta manera concluimos que f # g.
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Problema 1.2.2

x+1 s1 x#2

Sean f(x)=x+1 (figura 3)yg(x):{ | . )
siox=

¢Son iguales las funciones fy g?

Figura 3

Solucién

Notamos que Df = Dg = R, con esto se cumple (i) de la definicién de igualdad en-
tre funciones. Ahora, ;se cumplirad que Vx € Dg = Df f(x) = g(x)? No, puesto que
existe x = 2 tal que f(2) =3y ¢(2) = 1, es decir f(2)# g(2).

Finalmente, se cumple (i) pero no se cumple (ii), por lo tanto, concluimos que

f#g
EJER CICIOS

1.2.1. Encuentre el dominio natural de

X Vx+1

) 0= b e =
x—=2 .
O hx)= 2 Y i x#2,-2

d =<4x"—

s x=2
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1.2.2. Diga si son iguales o no las siguientes parejas de funciones:

—x+1 s1 x#-22
@ f(x)=—x+1 y glx)=9 -1 st x=2
5 s x=-2

{senx st x#0 senx s1 x #2

y g(X)={

1 st x=0 2 s1 x=2
2x —3 sl %2

Q) h(x)=2x-3 y Ix)=47 77 7
1 s o x=2
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Seccion 1.3. Operaciones con funciones

Las operaciones entre funciones, como veremos, son una manera de producir nue-
vas funciones a partir de dos dadas.

Para dos funciones, definiremos las operaciones de suma, producto y cocien-
te, siendo estas operaciones cerradas en el sentido de que, al operar dos funciones,
el resultado es una funcion.

Si tenemos a f(x) =2xy g(x) =3 (funciones cuyo dominio es R) y toma-
mos un x, € R arbitrario, sabemos que f(x,)=2x, y g(x,) =3 ;Podemos sumar
f(x,) con g(x,)? Si, puesto que f(x,)y g(x,) son nameros reales, de esta manera
Sxg) + g(x0) = 2x, + 3.

La funcién fasigna a x, el nimero 2x,, la funcién g asigna a x, el nmero 3 y
notamos que hay una regla que asigna a x, el nimero 2x, + 3 ;Mediante qué funciéon

se hace la Gltima asignacion? Mediante una funcién la cual denotaremos como f+ g.

Ejemplo 1.3.1

Sean h(x) =5x -3y p(x) =x" + 3 encontremos la funcién h + p:
Sean x € R arbitrario, (h + p)(x) = h(x) + p(x) = (5x — 3) + (x* + 3)
(h+ p)(x) = x> + 5x.

Definamos ahora la funcién suma.

DEFINICION 1.3.1
Sean fy ¢ dos funciones, definimos a la funcién f+ g como ( f + g)(x) = f(x) + g(x) Vx.

Problema 1.3.1

Construir la funcién h + [ donde h(x) =3x" + x y I(x) =2x" — 4

Por la definicién 1.3.1 tenemos

(h+1)(x) = h(x) +(x) = (3x" + x) + (2x° —4) =5x" + x — 4.
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¢De la misma manera en que se defini6 la funcién suma, se podra definir el
producto y cociente entre funciones? Si, tomemos las funciones con las que inicia-
mos la seccidn, f(x)=2xy g(x)=23,s1 x, € R es un ntmero arbitrario, podemos

realizar el cociente

) 2%,
&(x) 3

Vx con x #0,es

L= 489

O sea, la funcién i puede estar dada como [
g g 4(x)

flx) 2x

el cociente entre funciones.

3
decir, {f}( )= L) =— siempre y cuando x # 0, con esto podemos ya definir

DEFINICION 1.3.2

Sean fy ¢ funciones reales, definimos a la funcion i como {i}(x) = S Vx

siempre y cuando g(x) # 0. £ £ g(x)

Definamos también el producto entre funciones.

DEFINICION 1.3.3

Sean fy ¢ funciones, definimos a fg como (fg)(x) = f(x)g(x) Vx

Ahora, si tenemos dos funciones fy g, éstas poseen dominios propios Df'y Dg.

Una pregunta que surge es ;como es el dominio de f+ g, fgy i?Veamos la siguien-
4

te situacion:

f(x)=1=x"y g(x) = /1= (x — 1)’ .Sus dominios son, respectivamente, Df = [—1 1]
yDg=[0,2] (ver figuras 1y 2) (f 4 g)(x)= f(x)+ g(x) \/1 e +\/1

Notese que si tomamos un x, € [—1,0], f(x,) serd un nimero real, pero x, & Dg.

De la misma manera, si tomamos un x, € [1,2], tendremos ¢(x,) real, pues x;, € Dg,

pero f(x,) no es un namero real, ya que x, ¢ Df .
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¢Quién es D(f + g)? El dominio de f+ ¢ serd el conjunto de niimeros para

los cuales se pueda sumar f(x) con g(x),0sea f(x)y g(x) deben ser nimeros reales.

Figura 1

SN, T

Figura 2

c1

<, 7

¢Cuiles son esos ntimeros? El conjunto de valores tales que fy ¢ estén bien

definidas al mismo tiempo, es decir

D(f + ¢) = Df N Dg, en este caso

D(f +g) =[-1,11n[0,2] =[0,1]
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Se hace notar que para la funcién

(fo)(x) = f(x)g(x)= J1— a2 \/1 —(x —1)* los nimeros x para los cuales la funcién
fg tiene sentido, deben ser tales que fy ¢ estén bien definidas en esos valores x a la
vez, o sea, el conjunto de nimeros x, tales que x € Df y x € Dg.
D( fg) = Df N Dg =[-1,1] " [0,2], para nuestro caso concreto,
D(fg) =[-1,1]1"[0,2] =[0,1].

El dominio i sera casi igual que en los casos anteriores, es decir, el conjunto
de niimeros x para los cuales f(x) =+/1—x" y g(x)=+/1—(x—1)* estén bien defi-
nidas a la vez, pero ademas debemos excluir a los X, tales que 41— (x —1)* =0 ;Qué

nameros son estos?: x = 0y x = 2.

De esta manera D(éj = (Df N Dg) - {x|g(x) #0} = (0,1].

Importante

En las tres definiciones de esta seccion se ha dicho que, por ejemplo
(f + 9)(x) = f(x)+ g(x) Vx, cuando decimos Vx, es para toda x € D(f + g).
De la misma manera, cuando se trata de producto y cociente, de esta mane-

ra tendremos

D(f +¢)=D(fe)=Df "Dy y D@ — (Df A Dg)— {x () % 0}.

Problema 1.3.2

Sea f(x)=xvy g(x)=x",obtener f+ g, fg, i ,y sus respectivos dominios.
g

Solucién

(1) Para obtener f + g, tenemos por la definiciéon 1.3.1 que (f + g)(x) =
f(x)+ g(x) = x + x7; ahora, ;quién es D(f + ¢)?
D(f + ¢) = Df N Dg pero Df = Dg =R por lo tanto
D(f+9=RNR=R
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(i1) Para obtener fg, tenemos por la definicion 1.3.3 que (fg)(x) = f(x)g(x) =

(x)(x*) = x”; ahora, ;quién es D(fg)? D(fg)=Df nDg=RNR =R

(ii1) Para obtener £ tenemos por la definicién 1.3.2 que

(ij (x)= G === l; ahora ;quién es D(i}
£ x £

2

D(g(x) = (Df N Dg)— {x|g(x) # 0} =RNR - {0} =R~ {0}

A continuacién se muestran las graficas de f, ¢, f + ¢, fg, i

Figura 3

ftg

fg

f/g
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EJERCICIOS

1.3.1 Sean f(x)=xy g(x) =senx, encontrar f + g,Jfg,i y sus respectivos dominios.
g

1.3.2 Sean p(x) y g(x) polinomios de grados n y m respectivamente, si a,,...,4, € R,son
soluciones de p(x) y b,,...,b, € R son soluciones de g(x), encontrar D(gj y D(i],

q p
¢Qué puede decir si ocurre D[gJ = D(ij?
q p
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Seccion 1.4. Composicion de funciones

Otra manera para encontrar una funcién, dadas dos iniciales, es obtener una funciéon
de funcidn, es decir, obtener una funcién en la cual una funcién tome valores que
provengan de otra funcion.

La composicion nos da también una manera elegante de escribir funciones.

(1) Sean f(y)=sen(y)y g(x)=x,si tomamos a Tﬁ € R preguntamos, ;po-

Jr|_(Jx) _=

T
demos evaluar — en ¢? Si,esto es g| — |=| — | =—
2 2 2 4

T T T
Ahora, ;podemos evaluar ¢ - |77 en f? Si, puesto que g¢ 5 |esun

namero real elemento del dominio de f, de esta forma

) m(2) 4

2 4 4

2) Ahora, si tomamos x, € R se observa que g(x,) = x, € R; preguntamos,
que g preg
spodemos evaluar g(x(,) en f? Si, puesto que g(x,) € R = Df, de esta ma-

nera tendremos f(g(x,)) = f(x7) =senx;

Si llamamos a h(x) = sen x”, notamos que h es una nueva funcién, combi-
nacion de las funciones fy g. Esta funcién h se estructura de la siguiente
manera:

A x se le asigna x* mediante ¢, luego a x? se le asigna sen x> mediante f.

X —> .X'Z —> senx2

Pt

mediante ¢ mediante f

X —> Sel’l.%'2

T

mediante h
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Ahorasean h(x)=2x+1y k(y) =2y + y+1;se sabe que Dh = Dk =R.Si
¥, € R se tiene Ie(yo) =2y; + 7y, + 1 € Ry preguntamos, ;quién es h(k(yo ))7

h(k(y,))=2(k(m))+1=2(2)2 +y, +1)+1=
4y + 2y, +2+1 =4y +2y,+3

De aqui se tiene una nueva funcioén: I(y) = 4y, + 2y, +3

¢De la misma manera se puede pensar una nueva funcién k(h(x))? Si

k(1) =2(1()) + (1)) 1
k(h(x))=2(2x+1) +(2x +1)+1
k(h(x))=2(4x" +4x +1)+ (2x +1) +1
k(h(x))=8x" +8x +2+2x +2
k(h(x))=8x" +10x+4

Ahorasean I(x) = x" y h(x) =+1—x" construyamos las funciones l(h(x))

y h(1(x)):
1(h(x))= z(J1—x2 ) =(Vi-¥ )2

Una pregunta que surge es ;quién es el dominio de estas nuevas funciones?
Veamos primero, ;quién es dominio de [(h(x))?

Notamos que un x en el dominio de l(h(x)) debe estar, primero, en Dh
y como segundo requisito, i(x) debe estar en DI

x € Dh y h(x) e DI, o sea, x €[-1,1] y h(x) € R con esto, el dominio es
Az{x eR|xe[-11] conh(x)eR} ={xeR|xE[—l,l]y\/1—x2 eR,
para que V1 —x* € R, 1—x’ debe ser mayor o igual a cero,o sea 1 — x> >0,

de esta forma:
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A= {x|x e[-1,1]con1—x> > 0} :{x|x e[-1,1]con12 x2}
Pero precisamente, si x € [—1,1] se tiene 1 > x” con esto A = {x|x € [—1,1]} =
[-1,1].
Se le deja al lector construir el dominio de la funcion h(l(x)).
(5) En general, el dominio de la funcion f(g(x)) sera A= {x |xeDg vy

g(x)e Df } Definamos esta nueva manera de obtener funciones.

DEFINICION 1.4.1

Sean fy ¢ tunciones, definimos a f o g como (f o g)(x) = f(g(x)) con D(f o g) =
{x |xeDg y g(x)e Df} A la funcién f o g la llamaremos f compuesta con g, o
bien, ¢ seguida de f.

Problema 1.4.1

Sean f(x)=x+1y g(x)=2x, encontrar las funciones f o gy go f,y sus respec-

tivos dominios.

Solucién

Primero encontramos f o g; para esto, la definicion 1.4.1 nos dice (f o g)(x) = f(g(x)),
traduciendo esto a nuestras funciones tendremos (f o ¢)(x) = f(g(x)) = f(2x) =
2x + 1.

Ahora, ;quién es el dominio de f o g? Por la definicién anterior se tiene
D(foyg) ={x |xeDg y g(x)e Df}; para nuestra situacion tenemos Df = Dg = R,
con esto D(f o g) = {x|x eRyglx)e R} ¢qué conjunto es este? D(f o g) =R.

Procedamos de la misma manera para encontrar g o f y su dominio, utilizando
la definicion 1.4.1 (go f)(x) = g(f(x)) =g(x +1) =2(x + 1) =2x + 2.

Ahora D(go f)= {x|x eDf f(x)e Dg} ={x|x eRyx+1e R} =R (ver fi-
gura 1).
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Figura 1

4 / gof

Problema 1.4.2

Sea h(x) =

1 o . . .
————, escribir a la funcidén h como la composiciéon de dos funciones f,
sen(x)

¢y encontrar el dominio de esta composicion.

Solucién

Esta funcion h puede verse como la composicidon de dos funciones g(x) =sen(x)y
1 1
f(x) = —, observe que (f ° g)(x) = f(g(x)) = ( = = h(x), de esta ma-
x g
1
nera h(x) =(f o ¢g)(x) con f(x)=—1y g(x)=senx.
x

Ahora para construir a D(f o g), la definicién 1.4.1 nos dice D(f o g)=
{x eR|xeDg vy g(x)e Df};ahora preguntamos, ;quién es Dfy Dg? Df =R — {O}
y Dg =R, de aqui tenemos:

D(ng)z{xeR|xeR y g(x)eR—{O}}
D(fog)={xeR|xeR y g(x)=0}
D(fog)z{xeR|xeR senxiO}

Preguntamos, ;quiénes son los ndmeros x para los cudles senx # 0?
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Todos los nimeros reales, excepto los multiplos (positivos y negativos) de 7

(ver figura 2).

Figura 2

N
VERVERVAERN

Estos nimeros son 0,*7,327,£37,... X nrx,..., 0 sea, si x es distinto de los n-

meros anteriormente mencionados, tendremos que sen(x) # 0 por lo tanto
D(fog)={xeR|xeR y x=0,+7,227,437,.. £ux,...|

escribiendo de manera mas compacta, tendremos

D(fog)z{xeR|xeR y X #nx con neZ}:R—{nﬂ|neZ}.

Problema 1.4.3

1
Escribir a h(x) = como la composicion de dos funciones ,y encontrar
(x) N p fyegy

el dominio de f o g.

Solucién

Como en el problema anterior, la funcién h puede ser vista como h(x) = (f o g)(x) con

1
g(x)=~+1=x" y con f(x)=—.Verifiquemos que, efectivamente h(x) = (f o g)(x):
X
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(fo0)(x) = F(e(x) = (VI ) =5 ——==h)

1—x?

Procedamos a construir D( f o ¢); por la definicién 1.4.1

D(fog)={x|xeDg y g(x)eDf}.

Sabemos que Dg = [—1,1] (ver problema 1.1.3) y Df = R —{0} esta mane-
ra D(f o g)= {x|x e[-11] y J1-# € R—{O}} - {x|x e[-11] y 1- = o}
Se debe tener a V1 —x" #0, 0 sea x # —1,1, de aqui

D(fog)={x|xe[-11] con x=-11}=(-11)

Problema 1.4.4

Sean f(x)=+1—x"y g(x)=~/x —2, construir D(f o g).

Solucién

Por la definiciéon 1.4.1 tenemos D(f o g) = {x eR|xeDg vy g(x) S Df} )
Para construir D(f o ¢) necesitamos tener D¢ y Df; el dominio de f es ya

conocido, éste es Df =[—1,1], solo falta el dominio de g, el cual debe constar de

los valores x para los cuales x — 2 sea mayor o igual a cero, estos valores son los

x2>2,conesto Dg={x € R|x 22} = [2, +oo) sustituyendo Df'y Dg en (I) tendremos
D(fog)= {x eR|xe[2,0) con Vx—2¢€ [—1,1]}.
Observe quevx —2 € [—1,1]signiﬁcaque—1 SAVx-221=0<Ux-2<1=>

0<x—-2<1=2<x<3,de esta forma

D(fog)={x|xe[2+n) con 0<x<3}=[23]
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Problema 1.4.5

1si xe@Q

=2y+1 =22
0 si xel g(y) reh h(z) N

Sean f(x)= {

¢Qué valor numérico tiene (f o (g ° h))(Z)?

Solucién

¢Qué es (f o(goh))(2)? Primero llamemos g o h =1, de esta manera, se rehace la pre-
gunta, ;qué valor tiene (f o[)(2)?
Por definicion (f o1)(2) = f(I(2)), ahora; scuanto vale [(2)?

[(2)=(goh)=g(h(2)) = g(4) =2(4) +1=9

I(2) = 9 que es un nimero racional, de esta manera f(I(2)) = f(9) =1, por lo

tanto (f(goh))(2)=1.

Problema 1.4.6

¢Qué funciones intervienen posiblemente en la siguiente expresién, para escribirla

como una composicion de funciones?

2
X

La expresion es h(x) = sen(e )

Solucion
Esta h se puede ver como integrada por f(x) = x° g(y) =¢ h(z) = sen(z), veamos:
(o go f)=h(g(f(x))) =h(g(x*)) =h(e”) =sen (¢") = h(x).

EJER CICIOS

1.4.1 Sean f(x)=2xy g(y) =7y +1, encontrar el dominio (f o ¢)(y) v (go f)(x)
1.4.2. Sean h(x) =senx y g(y) =+/y —1 , encontrar el dominio de ho g

1.4.3.Sean f(x)= Jx y g(x) = |x|
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(1) Construir fogy go f
(i) Construir las graficas de fogy go f
(i11) Encontrar D(f o g) y D(go f)

1.4.4 Escribir como una composicion, de por lo menos tres funciones, a la funcién
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Seccion 1.5. Funciones inyectivas y supreyectivas

En esta seccidn se estudiaran dos propiedades que poseen algunas funciones reales,

la inyectividad y la suprayectiva.

(1)

Sea f(x)=x+41,con x, =2y x, =1;y calculamos f(x,)= f(-2)=-1
y f(x,)= f(1) =2, con esto se puede ver que x, #x, y f(x,)# f(x,), es
decir, dos nimeros diferentes tienen imagenes diferentes.

Observe la grifica de f (figura 1), en ella aparecen dos valores x,, x, con

X, # X,

Figura 1

/ ----- S

s f(x)y f(x,) son iguales o diferentes? Ocurre f(x,) # f(x,).

Se puede concluir que, si tenemos dos nimeros diferentes slas imagenes de
estos nimeros seran diferentes?

Sea ¢:[0,2] > R con g(x) = x°, cuya grafica aparece en la figura 2. Si to-
mamos dos nimeros x,, x, €[0,2] con x, # x, se observa, como en (1), que
g(x,) # g(x,).De la grafica notamos también que esto ocurre para cualquier
pareja de nameros en el intervalo [0,2].

Sea ¢:[-2,2] > R con g(x)=x" (figura 3). Preguntamos: ;se sigue te-
niendo el comportamiento observado en (1) y en (2)? Es decir, ;cualquier
pareja x, x, € [=2,2] con x; # x, cumplird g(x,) # g(x,)? No, pues existen

x; = =1y x, =1los cuales cumplen x, # x, y sin embargo g(x,) = g(x,).
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Figura 2
4 /
JCA )] — i
FCO ) w— .
xlE a:cz | 2
Figura 3

En (2) se observa que para cualquier pareja x,, x, €[0,2] con x, # x, tendre-
mos g(x,) # g(x,), mientras que en (3) se tiene que,si x,, x, € [-2,2] con x; # x,,n0
siempre se cumple g(x,) # g(x,).

En (2) tenemos que Vx,,x, con x,, x, €[0,2] x, # x, = g(x,) # g(x,) y en (3)
se tiene que no se cumple la propiedad anterior, o sea 3 x,,x, €[—2,2] con x, # x,
sin embargo, g(x,) = g(x,).

Esto nos dice que la propiedad, que a nimeros diferentes asigna imagenes di-
ferentes, es local, es decir, una propiedad que depende de donde se tomen los valo-

res de x y de la naturaleza de la funcidn; definamos este comportamiento.
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DEFINICION 1.5.1

Sea Ac R, f: A— R, se dice que f es inyectiva, 0 uno a uno, en A si y sélo si
Vx,x, € A con x; #x, = f(x,) % f(x,).

De esta forma se puede decir que f(x)=x+1 es una funcién inyectiva en

R, que g(x) = es una funcién inyectiva en [0,2] y que no es inyectiva en [-2,2].

Problema 1.5.1

Demostrar que f(x)=x+1 es una funcién inyectiva en R.

Demostracién

¢Qué significa que fsea inyectiva en IR?

Que Vx,,x, € R con x; #x, = f(x,) # f(x,). Para probar esto, tomemos una
pareja x,,x, € R arbitrarios con x, # x, y se debe deducir que f(x;)# f(x,).

Se tiene que si x, #x, > x +1#x,+1 pero como f(x)=x+1 vy
f(x,) =x, +1 se concluye que f(x,) # f(x,),luego como x,,x, son arbitrarios, te-
nemos que Vx,,x, € R con x, #x, = f(x,) # f(x,); por lo tanto fes una funcién

inyectiva en R.

Problema 1.5.2

Demostrar que g(x) = x’ es inyectiva en [O,+oo).

Demostracion

¢Qué significa que g sea inyectiva en [0, +oo)?

Que Vx,,x, € [O,+OO) six; #x, = f(x)# f(x,) (definicién 1.5.1). Para de-
mostrar esto tomemos una pareja x,,x, € [0,+oo) arbitrara que cumpla x; # x, y se
debe probar que g(x,) # g(x,).

Como x, #x, se puede suponer que x, <x, y de esta manera se tendra

0<x <x,.
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Sabemos que si 0<a<b y 0 <¢<d= ac<bd, utilizando este resultado te-
nemos que x; < x; pero como g(x,) =x; y g(x,) = x; se tiene que g(x,) < g(x,), de
esta manera se concluye que g(x,) # g(x,), que era nuestro objetivo.

Como x,x, son elementos arbitrarios de [O,+oo) concluimos que Vx,,x, €
[0,+oo) siox; #x = g(x;) # ¢g(x,), asi tenemos que ¢ es una funcidén inyectiva en
[O, +oo).

Problema 1.5.3

Demostrar que h(x) = sen(x) no es una funcién inyectiva en R.

Solucién

Observando la grafica de h se puede apreciar que no siempre nameros diferentes
tendran asignadas imagenes diferentes (ver figura 4).

¢Qué significa que h no sea inyectiva en R?

Primero, que / sea inyectiva en R significa que Vx,,x, € R si x; # x, = h(x,) #
h(x,) de esta manera, que h no sea inyectiva en R, lo cual deseamos demostrar, signi-
fica negar lo anterior, es decir, que h no sea inyectiva en R significa que 3 x;,x, € R
con x, #x, y h(x;) =h(x,).

En estas condiciones, el problema consiste en encontrar, o proponer, una pa-

reja de nimeros diferentes tales que sus imagenes sean iguales.

Figura 4

—TT 1 2
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De la figura 4, notamos que si elegimos a x; =0y x, = 7, estos cumplen con
X, # x, pero, h(x,) = sen(x1) = sen(O) =0y hix,) = sen(xz) = sen(ir) =0, es decir

h(x,) = h(x,) , esto nos dice que h no es una funcién inyectiva en R.

Problema 1.5.4

1

i1 es inyectiva en (—O0,0).

Demostrar que g(x) =—;
X

Solucién

La grafica de ¢ se muestra en la figura 5.

Figura 5

1/2

1/5

Preguntamos: ;qué significa que ¢ sea inyectiva en (—oo,O)?
Por la definicion 1.5.1 se tiene que ¢ es inyectiva si Vx,,x, € (—O0,0) que cum-
ple x, #x, = g(xl) # g(xz).

De esta manera se procede a seleccionar x;,x, € (—O0,0) arbitrarios con x, # x,,

s 1
XA+l g+

Como x, # x, podemos suponer, sin perder generalidad, que x, < x,, luego

nuestro objetivo es demostrar que se cumple g(x;) # g(x,), es decir,

, . . Xy -y Xy o
como ambos niimeros son negativos se tiene — > 1y también 1 > —, estas dos Gltimas
X X
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: _ X X X, x
desigualdades nos dicen —>1>=2="L>2 = >l a0 +1>x0 +1=
Xy X XX

1 1 1 1
2 > 2 = 2 # 2
x+1 X +1 x4+l x+1

lo que se queria demostrar.

Finalmente, como x,,x, son arbitrarios se tiene que V x,,x, e(—O0,0) si

X #x, = g(x,) # g(x,) cumpliéndose con esto que ¢ es una funcién inyectiva en
(=20)

Dirijamonos hacia otro comportamiento. Para una funcién fsi seleccionamos
un y, € R, preguntamos: ;y, serd imagen de algtn x?, es decir sexistird x, € R tal
que f(x,)=1y,? En algunos casos esto ocurrira.

(4) Analicemos f:R — R con f(x)=x" (ver figura 6), sy, = 4 es imagen de
alglin x, € R? o sea jexiste x, € R tal que f(x,)=4? Si, alin mas, existen
dos valores, x, =2 cumple f(x,)=4 y también -2 cumple f(-2)=4;se
puede ver que si y, es como en la figura 6, existen dos nmeros x,,x, € R
para los cuales f(x,)= f(x,)=y,. Ahora nos preguntamos (ver figura 7)
¢y, =—4 es imagen de algiin nimero x € R?, o sea sexiste x € R tal que

f(x,) =—4? No, pues no hay un real x, que cumpla f(x,) =x; = —4.

Figura 6 Figura 7

Yo =

(5) Para f(x)=x"en el intervalo [—2,2] noétese que st y, €[0,4], existira siem-

pre un x; € [-2,2], por lo menos (existen dos) tal que f(x;) =y, (figura 8).
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Asi también, notamos que si y; =5, este no proviene de ningiin nimero
x, €[—2,2], es decir, para cualquier x, €[=2,2] se tendrd f(x,)#5=1y,

(6) Sea funa funcién cuya grafica es como en la figura 9; como en (4), se tie-
ne que si y € B entonces existe x € A tal que f(x) =y, escrito en lenguaje
mas formal diremos: V y e B 3 x € A> f(x) = y. Distingamos este com-

portamiento.

Figura 8

Figura 9

DEFINICION 1.5.2

Sea A,Bc R, diremos que f es suprayectiva o sobre de A en B si y sdlo si
VyeB=>3xeA> f(x)=y.
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Ejemplo 1.5.1

La figura 10 muestra una funcién sobre de R en [—1,1], esta es f(x)= sen(x). Si
tomamos ), en [—1,1], se nota que existen, y en la figura podemos ver cuatro de
ellos, x, x,, x,, x, tales que f(x,) = f(x,) = f(x;) = f(x,) =y, (existe una infinidad
de ntimeros x para los cuales f(x) = y,), note que y, ha sido seleccionada arbitraria-

mente en [—1,1], porlo tanto V y e [—1,1] IxeR > f(x)=y.

Figura 10

Vi

Problema 1.5.5
si x>0

) < Esuna funcién sobre de R en [0,00).
si x<

X
Demostrar que g(x) = |x| = {
—X

Solucién

Preguntamos: ;qué significa que g sea sobre de R en [O,oo)?

Que Vye[0,0) IxeR > f(x)=y (definicion 1.5.2).

Para probar lo anterior, debemos tomar un y, € [0,00) arbitrario y nuestra ta-
rea serd construir, proponer o dar evidencia de la existencia de un x, € R, tal que
9(x,) =, (ver figura 11).

Como y, € [O,oo) = ¥, 20 ¢Quién es ese x, buscado? proponemos a x, =y,
y debemos verificar que g(x,) = y,.

Como x, =y, = ¢g(x,) = ¢(y,), pero como y, =0 tendremos ¢(y,) = y,, por

lo tanto g(x,) = y,,lo que se queria probar.
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Figura 11

Como y, € [0,00) es arbitrario, se tiene V y € [O,oo) dxeR 3 f(x)=y,esto
nos dice que fes sobre de R en [0,00).

Problema 1.5.6

Demuestre que h(x) =2x +1 es sobre de [0,2] en [1,5].

Solucion

La situacién aparece en la figura 12.

Figura 12

0 2
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¢Qué significa que h sea sobre de [0,2] en [1,5]?

Que V y e[1,5] 3 x €[0,2] > h(x) =y (definiciéon 1.5.2).

Para esto procedamos a seleccionar un y, €[1,5] arbitrario siendo nuestro ob-
jetivo construir o proponer un x, que cumpla con h(x,) = ,.

Como y, €[1,5]= 1<y, £5; se desea encontrar un x, €[0,2] para el cual,

h(x,) = y,, es decir, que 2x, +1=y,, si de esta expresion se despeja a x,, se tiene

Yo . . ,
que x, = quien es candidato a ser el nimero buscado, veamos que se cumple:

h(x,) =y, y %, €[0,2].

Yo —

1
Primero h(x0)=2( j+1=()’o -D+1=y,.

0 -1 4 -1
Luego, como 13)/0S5:>OSyU—1S4:>§£%TSE:>0SYOTSZ,
de esta manera x, € [0,2].

: : Yo — 1 .
De lo anterior se tiene que el x, buscando es x, = 5 s Como y, es arbitra-

rio se tiene que V y €[1,5] 3 x €[0,2] 3 h(x) =y, por lo tanto h es una funcién
suprayectiva de [0,2] en [1,5].
Problema 1.5.7

Demostrar que f(x) = g + 1 no es una funcidn sobre de [—2,2]en [0,3].

Solucién

La situacion aparece en la figura 13.

Figura 13
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¢Queé significa que f no sea sobre de [—2,2]er1 [0,3]?

Que fsea sobre de [-2,2] en [0,3], significa que V y €[0,3] 3 x €[-2,2] >
f(x) =y (definicién 1.5.2), como lo que se desea demostrar es que fno es sobre
de [—2,2] en [0,3], debemos probar la negacién de lo anterior; de esta manera, que
fno sea sobre de [—2,2] en [0,3] significa que 3 y, € [0,3] 3V «xe [—2,2] se tie-
ne f(x)#y.

De esta forma, el problema es construir o proponer un y, €[0,3]3 f(x) # y,
para cualquier x € [-2,2].

¢Coémo construir o proponer ese y,? La figura 13 nos da la idea de proponer
un y, entre 2y 3;sea y, =§ el elemento propuesto, este nimero y, cumple con es-

5
tar en el intervalo [0,3] y con esto, sOlo falta demostrar que f(x) # > Vxe [—2,2],

para lograr esto, seleccionemos un x, €[—2,2] arbitrario y veamos que f(x,) # —=

>
Como xoe[—2,2]:>—23x0S2:>—1S%S1:>OS%+1S2 y como
5 5 5 5
2<E:%+1<§,pero f(x0)=%+1,esto nos dice f(x0)<§osea,f(x0)¢§.

5
Como x, es arbitrario, concluimos que f(x) # > Vx €[-2,2], por lo tanto f

no es una funcién sobre de [-2,2] en [0,3].

Problema 1.5.8

Sea h(x) = 1—|| con h: (—1,1) — R, demostrar que h es inyectiva y suprayectiva
—|x

de (—1,1) en RR.

Solucién:

Primero demostremos que h es inyectiva en (—1,1).

¢Qué significa que h sea uno a uno en (—1,1)?
Que Vx,x, € (—1,1) siox, #x, = h(x,) # h(x,), entonces seleccionemos

X, %, e(—l,l) arbitrarios con x, # x,; con estos valores debemos probar que

%

h(x,) # h(x,) o sea

Il - =]
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Observe que con x; # x, se tienen dos posibilidades: (1) |x1| = |x2|o bien (ii)
e #

Si la situacién es como (i), tendremos:

1 1 X,

— -1 — — X
bl ==l = = TR T TR T

| osea f(x)# f(x,).

Si la situacién es como en (i), se tendra 1— |xl| #1- |x2| =

como en principio se tiene x; # X, preguntamos, jes inmediato T *
— x1|

En general el hecho de que a #b y ¢ #d no implica ad # ¢d con a,b,¢,d € R,

?
1=

esto contesta nuestra pregunta; recalcamos que la desigualdad si se cumple pero de-
mostraremos su validez por el método de contradiccion.
Supongamos entonces que dado (ii) no se cumple la desigualdad, o sea,
Xy ) | ) X2 | |x1| |x2|
= - = =
L=fo| 1=]a] T 1=]w]] |1 1-|x]  1-|x,

de los denominadores son positivas por ser x,, x, elementos de (—1,1).

| ya que las cantidades

X

Continuando con la Gltima expresién obtenemos:

e
1—|x1| 1- |x

b :|x2|( b +1J:>
1= 1=

| et R I X
= x| = =[] =

1= 1=l =] 1=l

L (1) =l =

b= lsl=

Lo que contradice el hecho de que |xl| # |x2|, por tanto es falso suponer

= ,de donde e
1= x| Ile |x1| 1= x|

es verdadera, teniéndose asi h(x,) # h(x,).
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De (i) y (ii) se resume que si x, # x, = h(x;) # h(x,), luego, como x, y x, son
arbitrarios, se tendra V x,,x, € (—1,1) st x; # x, = h(x,) # h(x,), lo cual significa que
h es una funcién uno a uno en (—1,1).

Ahora demostremos que & es sobre de (—1,1) en R ;Qué significa que h sea
sobre de (—1,1) en R? Que VyeR I x e (—1,1) 3 h(x)=y.

Para esto, sea y, € R arbitrario y construyamos un x, € (—1,1) 3 h(x,)=7v,,0

. x() . . .
equivalentemente N | =Y, Para construir x, se empieza por despejar |x0| de la
— x0|

|x0| = ue proviene de la Gltima igualdad.
—|x | Yo| Que€ p g
0

expresion 1

ol =l @ =fxb = ] =[] =[xl =

s+l bol =1 = el = = s =12
sustituyendo esto en T2 _xi)xo| =y, tendremos - ry0| =y = T =T |)/ZC|U— |)/0| =y, =
1"'|Yo| l'+'|Yo|
_%  _ Yo = X, = Y ; veamos que el x encontrado, cumple con h(x,) =y,
1 1+|y0| 0

1+|y0|
y con x, € (—1,1):

Yl|i | Y yi’ |

1+\y, 1T+ |y T+

h(x,) = h| —L— | = = h(x,) = =
= [ij T T T T ]

1+|y0| 1+|Y0| 1+|YO|

h(x,) = yo-

Para ver que x, € (—1,1) se debe probar que —1 < x, <1,lo que equivale a te-

ner |x0| <1
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Yo
+[x]

X | | |Y0
! |1+|y0| 1—i—|y0

Como x, =

x, € (—1,1).

se tiene | <1 esto nos dice

En resumen, para el y, € R arbitrario I x, € (—1,1) 3 h(x,) =Y,, de esta ma-

nera, se concluye que Vye R I x € (—1,1) 3 f(x)=1y,porlo tanto, i es una fun-
cién sobre de (—1,1) en R.

DEFINICION 1.5.3

Si una funcidén es uno a uno y sobre, diremos que es biyectiva.

EJER CICIOS

1.5.1 De la figura, diga si el trazo puede representar a la grafica de una funcién su-

prayectiva de A en B.

S®)

S (@)

1.5.2. De la figura, diga si el trazo puede representar a la grafica de una funcién uno

a uno en A.
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1.5.3 Demuestre que f(x)=x’ es una funcién uno a uno en R.

1.5.4 Demuestre que g(x) = —2x +1 es suprayectiva de R en R.

1.5.5 Demuestre que h(x)=x" no es uno a uno en R, y también, que no es sobre
de RenR.

1.5.6 ;Sifessobrede Aen Ry B A= f essobre de Ben R?

1.5.7 ;Sifesunoauno en By BC A= f esuno auno en A?
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Seccion 1.6. Funciones mondtonas

Cuando una funcién es monoétona se dird que la funcidn posee determinada ca-
racteristica en un cierto subconjunto de los nimeros reales, de tal manera que esta

funcidn crecera, decrecera, no crecera, o bien, no decrecera.

(1) Seala funcién f(x)=x” —1, cuya grifica se presenta en la figura 1.

1 . .
Para x, = —,x, = 2,x; = 3 se tiene que sus imagenes son

2
1 1Y 3
ra=1(3)-(3) -1=3

Notemos que x; < x, <x; y también f(x,) < f(x,) < f(x,), ademais estos
X, < x, < X;,son nimeros mayores o iguales a cero. ¢Si a,, a,, son nimeros
mayores o iguales a cero, arbitrarios, con a, < a, se tendrd f(a) < f(a,)? Si,
(dibuje una pareja); siempre que se tome una pareja g,,4, 20 con a, < a,
se tendra f(a,) < f(a,)
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Ahora, ¢si tomamos una pareja cualquiera a,,a, € R con g, < a, se tendrd
f(a) < f(a,)? No siempre, puesto que podemos citar a ¢, = -2y a, = —1,
los cuales cumplen g, < a, y sin embargo f(a,) > f(a,) yaque f(a)=3y
f(a)=0.

De lo anterior podemos decir que:

() Si f:[0,400) > R con f(x)=x"—1,se tendrd que
YV x,,x, € [O,—i—OO) stox, <x, = (%) < f(x,).

(b)Si f:R >R con f(x)=x"—1,no necesariamente se tendri
Voax,x, € Rsix <x, = f(x)< f(x,)

(2) Sea f(x)=x"—6x"+11x —6 (ver figura 2).

Figura 2

Note que si a < x, < x,, las imagenes de x,,x, estaran relacionadas como
Sx) < f(x,).

De la grafica podemos decir que, para cualquier pareja de nimeros x,,x, = a
que cumple con x, < x, entonces tendremos f(x;) < f(x,).

¢Si tomaramos una pareja de x,,x, € [2,00) con x; < x,,se tendrd f(x) <
f(x,)? No, puesto que podemos citar a x, = 2y x, = 2.5, donde estos va-

lores cumplen x,,x, € [2,00) con x,; < x, pero no cumplen f(x,)< f(x,),

yaque f(x)=0y f(x,)=-0.375.
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(3) Sea funa funcién definida en B cuya grafica se muestra en la figura 3; para
esta situacidn se observa que Vx,,x, € A si x, <x, = f(x,) < f(x,) y se
observa que esta propiedad no siempre se cumple cuando tomamos las pa-

rejas en B.

Figura 3

DEFINICION 1.6.1

Una funcion fes creciente en A siy sdlosi V,x, € A con x;, <x, = f(x) < f(x,).

Problema 1.6.1

Demostrar que f(x)=x"—1 es una funcién creciente en [0,+oo)

Solucién

¢Qué significa que fsea creciente en [0,400[?
Que Vux,x, €[0,400] si x, <x, = f(x,) < f(x,) (definicién 1.6.1). Enton-
ces, se debe seleccionar una pareja arbitraria x,,x, € [O,+oo) con x; < x, y deducir

fx) < f(x,).

Los valores tomados x,, x, pueden cumplir lo siguiente:

(a) Como 0<x, <x,, puede ocurrir que 0 =x,, si esto pasara, tendriamos

2 2 - 2 2 2
que 0 =ux; <x; y en consecuencia x; —1<x; —1,y como f(x,)=x —1
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y f(x,)=x; —1, se cumplird que f(x,) < f(x,), llegando asi a lo que se
queria demostrar.
(b) Lo otro que puede ocurrir es que 0 < x;, en este caso se tendrd 0 < x; < x,
X X XX
de donde L <1y 1<=2 =<2 uf <xf = a7 —1<x3 — 1, pero
xZ xl XZ xl )

como f(x)=x; —1y f(x,)=x; —1,se tiene que f(x,)< f(x,).

Tanto de (a) como de (b) se obtiene f(x,) < f(x,) con x, < x, como antecedente.
Como x,,x, € [0,+oo) son arbitrarios,se cumplird entonces que V x,,x, € [O,+oo)

six, <x, = f(x) < f(x,),lo que nos dice que fes una funcion creciente en [O, +OO).

Problema 1.6.2

1sixe@Q
0st xel

Demostrar que g(x) = { no es una funcién creciente en R.

Solucién

Un bosquejo de la grafica de ¢ se muestra en la figura 4.

Figura 4
| 9 e e e e e e ® - oo -®
« ol o @ o o . o o o o
1 J2

¢Qué significa que ¢ no sea creciente en R? Si g fuera creciente en R, se cum-

pliria que Vx,,x, € Rsi x; <x, = g(x,) < g(x,) (definicién 1.6.1); de esta manera
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que ¢ no es creciente en R significa negar lo anterior, o sea Jx;,x, € R con x, < x,
donde g(x,) > g(x,), de esta forma el problema es construir o proponer una pare-
ja x;,x,, la cual cumpla x; < x, y también g(x,) = g(x,). Para encontrar esta pareja,
observe la grafica de la funcién.

De la grifica de ¢ proponemos a x;, =1y x, = V2; notamos que x, <X, y
también g(x,)=1vy g(x,) =0, es decir, g(x;) = g(x,), por lo tanto, 1 y V2 esla pa-
reja buscada.

Con lo anterior concluimos que, efectivamente, ¢ no es una funcién crecien-
te en R.

Problema 1.6.3

Demostrar que f(x) = 3 +1 es una funcidn creciente en [—5, —3].

Solucién

Geométricamente la situacidn aparece en la figura 5.

Figura 5

—1/2

-3/2

¢Qué significa que fsea creciente en [-5,-3]?
Que Vux,,x, €[-5,-3] s1 x, <x, = f(x;) < f(x,) (definicién 1.6.1). De esta
manera, el problema consiste en tomar una pareja x;,x, € [—5, —3] arbitraria que

cumpla x, < x, y deducir a partir de esto, que f(x;) < f(x,).
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XX, X X x
Como x, <x22>51<?‘:> ?1+1<?2+1 pero f(x1)=51+1 y f(x,)=

% + 1, esto dice que f(x,) < f(x,), por arbitrariedad de x,,x, se concluye que fes

creciente en [—5,—3].
Veamos otro comportamiento:

(4) Sea la funcién f(x) =—x+1, su grafica se muestra en la figura 6.

1 1
Sise toma x;, =— y x, = — como en la figura 6,se tiene que x;, < x, y f(x,) =—

) 4 2 4
y f) = es decir f0)> f(x).
En la figura 6 se observa para los valores y,,y, con y, <y,, que cumplen

f(y))> f(y,) :Se puede concluir que si x; <x, = f(x,) > f(x,) para cualquier pa-

reja x,x,°?

Figura 6

De la situacion geométrica se desprende una respuesta afirmativa.

(5) Para la funcién h(x) = x°, se observa que si x,,x, son como en la figura 7,

con x; < x, se tendra h(x,) > h(x,). Notese que x,,x, € [—00,0].

¢Si x,,x, € R son arbitrarios, con x; < x, se cumplird h(x,) > h(x,)? No, pues-
to que tenemos a x; =1y x, =2, donde x, < x, y sin embargo h(x,) < h(x,) (ver

figura 7).
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Figura 7

X1 X

1
(6) Ahora, para la funcidén f(x) =— se tiene que si x; <x, = f(x,) > f(x,)
X

con x,x, € (O,+OO).

Si a,,a, € R—{0} por e¢jemplo, como en la figura 8, se tiene que a, < a, pero
no siempre se cumple f(a,)> f(a,).
Podemos concluir que x; <x, = f(x;) < f(x,) se cumple en ciertos subcon-

juntos de R.

Figura 8
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(7) Si tenemos una funcién como en la figura 9, notamos que para toda pare-
jax;,x, € A con x; < x, siempre se cumple f(x,) > f(x,); este comporta-

miento no se cumple para cualquier pareja que se toma en el conjunto B.

Figura 9

DEFINICION 1.6.2

Una funcidn fes decreciente en Asiysolosi Vx,,x, € Aconx, <x, = f(x,)> f(x,).

Ejemplo 1.6.1

Decir de la grafica de la funcién, en qué intervalos se comporta como una funcién

creciente o decreciente (figura 10).

Figura 10
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Solucién

En los intervalos [a,b],(b,c],[d,e],[f,g] [la funcidn es creciente y en [c,d],[e,f] la

funcién es decreciente.

Problema 1.6.4

Demostrar que f(x) =—x+1 es decreciente en R.

Solucién

¢Qué significa que fsea decreciente en R?

Que Vx,x, € Rsix <x, = f(x)> f(x,) (definicién 1.6.2).

Entonces tomemos x,x, € R arbitrarios con x, <x, y demostremos que
S(x) > f(x,).

Como x, <x,= —x,>—x,=> —x, +1>-x,+1 pero f(x)=—x+1y
f(x,)=—x, +1,de donde f(x,)> f(x,), luego por arbitrariedad de x,,x, se tie-
ne que Vx,,x, € Rsi x;, <x, = f(x,)> f(x,), por lo tanto fes decreciente en R.

Problema 1.6.5

1
Sea g(x) = — demuestre que g:
x

a) es decreciente en (O,+oo)
b) no es creciente en R — {0}

¢) no es decreciente en R —{0}

Solucién (a)

¢Qué significa que g sea decreciente en (O,+oo)? (ver figura 11).
Que Vx,,x, € (O,+OO) con x; <x, = g(x,) > ¢g(x,) (definicién 1.6.2).
Para demostrar lo anterior debemos tomar una pareja arbitraria x,,x, € (O,+oo)

con x; < x,, de ahi demostrar g(x,) > g(x,).
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Figura 11

X X>

1 1 1 1
Como 0<x <x, =>—>— pero g(x,)=—1y g(x,) =—, por lo tanto se
X X Xy Xy

concluye g(x,) > ¢(x,) que es lo que se queria demostrar.
Ahora, como X, X, son elementos arbitrarios tenemos que
Vx,,x, € (0,+oo) st <x, = g(x,) > g(x,), por lo tanto, ¢ es una funcion decre-

ciente en (O, +OO).

Solucién (b)

¢Qué significa que g no sea creciente en R —{0}? (ver figura 12). Si ¢ fuera cre-
ciente en R —{0} significaria que Vx,,x, € R —{0} si x, <x, = g(x,) < g(x,) (de-
finicién 1.6.1), de esta manera, que ¢ no sea creciente en R —{0} significa que
Jx,x, e R={0} 3 x, <x, v g(x;) = g(x,).

De esta forma, el problema es construir o proponer una pareja de nimeros

Vx,x, € R—{0} con x, < x, y que cumplan g(x,) = g(x,).
1
Con ayuda de la figura 12 proponemos que x; = ZY%= 1y observamos que

X <X,y @) === 2, 8(,) =1 es decir g(x)) 2 ().

1
1/2
De esta manera, los nimeros buscados son x, = Y%= 1 por lo tanto, ¢ no

es creciente en R —{0}.
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Solucion (c)

¢Qué significa que g no sea decreciente en R — {0}? (ver figura 12). Primeramente, que
gseadecreciente en R — {0} significa que Vx,,x, € R—{0}six; <x, = g(x,) > g(x,)
(definicién 1.6.2), de esta manera, que g no es creciente en R — {0} significa negar lo

anterior, es decir, que Jx,,x, € R —{0} 3 x;, <x, con g(x,) < g(x,).

Figura 12

Entonces el problema radica en construir o proponer una pareja x,,x, € R —{0}
que cu